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Автономні еволюційні системи, що зазнають імпульсних збурень при досягненні траєкто-
рією деякої підмножини фазового простору, називаються імпульсними (або розривними) 
динамічними системами. Такі системи є важливим підкласом систем з імпульсними збурен-
нями в нефіксовані моменти часу, якісна теорія для яких у скінченновимірному випадку 
розвинена в [1].
У даній роботі з використанням теорії глобальних атракторів многозначних напівпо-
токів [2] описується динаміка нескінченновимірних імпульсних систем без єдиності роз-
в’яз ку задачі Коші. Глобальний атрактор розглядається як мінімальна рівномірно притя гу ю ча 
множина для відповідного многозначного напівпотоку [3]. На основі результатів робіт [4, 5] 
побудовано абстрактну теорію многозначних імпульсних динамічних систем і на ведено 
приклад її застосування до слабонелінійної імпульсно-збуреної параболічної системи, для 
якої не гарантується єдиність розв’язку задачі Коші.
Нехай ( , )X ρ  — метричний простiр, ( )P X  ( ( )Xβ ) — множина всіх непорожніх (непорож-
ніх обмежених) пiдмножин X .
Означення [2]. Многозначне відображення : ( )G R X P X+ × →  називається многознач-
ною динамічною системою (МДС), якщо виконуються такі умови:
(0, )x X G x x∀ ∈ =  та , 0t s∀   ( , ) ( , ( , ))G t s x G t G s x+ ⊆ .
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Означення [3]. Компактна множина XΘ ⊂  називається глобальним атрактором МДС 
G , якщо
1) Θ  — рівномірно притягуюча, тобто ( ) dist( ( , ), ) 0,B X G t B t∀ ∈β Θ → → ∞;
2) Θ  — мінімальна серед усіх замкнених рівномірно притягуючих множин.
Лема 1. Нехай МДС G  задовольняє умову дисипативностi:
0 0( ) ( ) ( ) 0 ( , )B X B X T T B t T G t B B∃ ∈β ∀ ∈β ∃ = > ∀ ⊂ . (1)
Тодi еквівалентними є такі твердження:
1) МДС G  має глобальний атрактор Θ;
2) МДС G  асимптотично компактна, тобто
( ) ( , )n n nt B X G t B∀ → ∞ ∀ ∈β ∀ξ ∈  послідовність { }nξ  передкомпактна в X .
Імпульсна МДС G  складається з непорожньої замкненої множини M X⊂ , компакт-
нозначного відображення ( )I : M P X→  та деякої множини K  неперервних відображень 
: [0, ) X+∞ →ϕ , для яких виконуються такі властивості:
K1) x X∀ ∈  : (0)K x∃ ∈ =ϕ ϕ ;
K2) K∀ ∈ϕ  0s∀   ( )s K⋅+ ∈ϕ .
Позначимо
{ (0) }xK K x= ϕ ∈ =ϕ .
Фазова точка імпульсної МДС рухається вздовж траєкторії з K  і в момент зустрічі з 
множиною M  миттєво переходить у нову точку із множини IM . Для коректності побу-
дови такої імпульсної МДС необхідне виконання таких умов [4, 5]:
( )M I M∩ = ∅ , ( ) 0 (0, ) ( )xx M K t t M∀ ∈ ∀ϕ ∈ ∃τ = τ ϕ > ∀ ∈ τ ϕ ∉ .  (2)
Введемо позначення:
0
( ) ( )
t
K M t M+
>
∀ϕ ∈ ϕ = ϕ ∩∪ .
Тоді якщо ( )M + ϕ ≠ ∅ , то існує момент часу ( )s s= ϕ  такий, що
(0, ) ( ) , ( )t s t M s M∀ ∈ ϕ ∉ ϕ ∈ . (3)
Звідси ми можемо визначити таку функцію : (0, ]s K → +∞ :
якщо
( )
якщо
s M
s
M
+
+
⎧
, (ϕ) ≠ ∅,⎪ϕ = ⎨
+∞, (ϕ) = ∅.⎪⎩  
(4)
Імпульсна траєкторія ϕ , що починає рух з точки 0x X∈ , є неперервною справа функ-
цією, що має вигляд
1
1 1
якщо
якщо
n n n n
n n
t t t t t
t
x t t
+
+
+ +
⎧ϕ ( − ), ∈[ , ),⎪ϕ( ) = ⎨
, = ,⎪⎩
  (5)
де 1 0{ ( )}n n n nx I s IM
+
+ ∈ ϕ ⊂  — імпульсні точки, 0{ } (0, )n ns ⊂ +∞  — відповідні моменти часу, 
0{ }n n Kϕ ⊂ , 0(0) x=ϕ  та 0 1
0
0 : 0, : , 0
n
n k
k
n t t s n+
=
∀ = = ∑  .
Позначимо через xK  множину всіх імпульсних траєкторій, що починають рух з точки x. 
Будемо вважати виконаною таку умову:
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x X∀ ∈  кожна xKϕ ∈   визначена на [0, )+∞ . (6)
Означення. Многозначне відображення : ( )G R X P X+ × →
( , ) { ( ) }xG t x t K= ϕ ϕ ∈      (7)
називається імпульсною МДС.
Лема 2. Якщо виконуються умови К1, К2, (2), (6), то формула (7) визначає МДС G .
Розглянемо умови виконання властивості інваріантності для глобальних атракторів ім-
пульсних МДС. Для цього накладаємо додаткові умови на параметри задачі:
K3) 
nn n x x
x x K K∀ → ∀ ∈ ∃ ∈ϕ ϕ  таке, що по деякій підпослідовності 0 ( ) ( )nt t t∀ →ϕ ϕ ;
І) компактнозначне відображення : ( )I M P X→  напівнеперервне зверху [6];
S1) якщо для \ , , ,
nn n x x
x X M x x K K∈ → ∈ ∈ϕ ϕ  та 0 ( ) ( )nt t t∀ ϕ → ϕ , то
якщо для нескінченної кількості 1
інакше.
n
n
s s n
s s
⎧ (ϕ) = ∞, (ϕ ) = ∞ ,⎪⎨ (ϕ )→ (ϕ),⎪⎩

Лема 3. Нехай імпульсна МДС G  задовольняє умови К1, К2, (2), (6), К3, І, S1 і має гло-
бальний атрактор Θ . Тоді виконується така властивість:
0 \ ( , ) ( \ )t M G t M∀ ∀ξ ∈Θ ξ ∩ Θ ≠ ∅ . (8)
Якщо при цьому G  однозначне, то
0 ( , \ ) \t G t M M∀ Θ ⊆ Θ .  (9)
Для того щоб виконувалося зворотне вкладення у (9), необхідно накласти такі додат-
кові припущення на , ,K M I :
K4) 
nn n x x
x x K K∀ → ∀ϕ ∈ ∃ ϕ ∈  такі, що по деякій підпослідовності
n →ϕ ϕ  рівномірно на кожному [ , ] [0, )a b ⊂ ∞ ; (10)
S2) якщо для ,n nx M x x M∉ → ∈ , то для nn xK∈ϕ  або ( )ns ϕ = ∞  для нескінченної 
кількості 1n , aбо по підпослідовності ( ) 0,ns nϕ → → ∞.
Лема 4. Нехай G  задовольняє умови К1, К2, (2), (6), К3, І, S1, К4, S2 і Θ  — глобальний 
атрактор G . Тоді
0 \ ( , \ )t M G t M∀ Θ ⊆ Θ .  (11)
Крім того, якщо , , 0 ( , ) ( , ( , ))x X t s G t s x G t G s x∀ ∈ ∀ + = , то в (11) має місце рівність.
Розглянемо застосування наведених абстрактних результатів до слабонелінійної пара-
болічної задачі, розв’язки якої зазнають імпульсного збурення в момент зустрічі з фіксо-
ваною підмножиною фазового простору [7]. Нехай nRΩ ⊂  — обмежена область. Відносно 
невідомих функцій ( , ), ( , )u t x v t x  в області (0, )+∞ × Ω  розглянемо таку нелінійну задачу:
1 1
2 2
( , ),
( , ),
0,
t
t
u a u f u v
v a v b u f u v
u v∂Ω ∂Ω
⎧ = Δ + ε⎪⎪ = Δ + Δ + ε⎨⎪
= =⎪⎩  
  (12)
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де 0ε >  малий параметр, 1 2, 0a a > , 1 22b a a⎪ ⎪< . Неперервні нелінійні функції 2: ,if R R→
1, 2i = , задовольняють таку умову:
1 20 , ( , ) ( , )C u v R f u v f u v C∃ > ∀ ∈ +  . (13)
Відомо [8], що за таких умов для кожних 0ε > , 0 X∈ϕ  існує принаймні один розв’язок 
([0, ), )
u
C X
v
⎛ ⎞
ϕ = ∈ +∞⎜ ⎟⎝ ⎠  задачі (12) з 0(0)ϕ = ϕ , де 
2 2( ) ( )X L L= Ω × Ω  — фазовий простір. При 
цьому єдиність такого розв’язку не гарантується.
Тоді задача (12) породжує сім’ю неперервних відображень
Kε = {ϕ : [0, +∞) → X⏐ϕ розв’язок (12)},
що задовольняють умови К1, К2.
Для фіксованих 0, 0, 0, 0> > > >α β γ μ  розглядаємо таке імпульсне збурення [5]:
1 1 1( , ) ( , ) 1, ( , ) ,
u
M z X u v u
v
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪
= = ∈ α ψ +β ψ = ψ γ⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
  (14)
( )I : M P X→  — компактнозначне,
для
1
i
i
ii
c
z M
d
∞
=
⎛ ⎞
= ψ ∈⎜ ⎟⎝ ⎠∑    
1
1 1 1 1
1 2
, 1 ,i i
ii
cc
Iz c c d
dd
∞
=
⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞′⎪ ⎪⊆ ψ + ψ γ α +β = + μ′ ′ ′⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟
′⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∑   (15)
де 1{ }i i
∞
=
ψ  — власні функції 10в ( )H−Δ Ω .
Теорема. Для достатньо малих 0ε >  імпульсна задача (12), (14), (15) породжує ім-
пульсну МДС : ( )G R X P Xε + × → , яка має глобальний атрактор εΘ  і
dist( , ) 0, 0Θ Θ → →ε ε , (16)
де Θ  — глобальний атрактор імпульсної системи (12), (14), (15) при 0=ε .
Крім того, якщо : ( )I M P X→  напівнеперервне зверху, то
0 ( , \ ) \t G t M Mε ε ε∀ Θ = Θ . (17)
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ГЛОБАЛЬНЫЙ АТТРАКТОР 
ИМПУЛЬСНОЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
Исследовано существование глобальных аттракторов для импульсных многозначных динамических сис-
тем, траектории которых имеют бесконечное количество импульсных возмущений. Полученные результа-
ты применены к параболической слабонелинейной импульсно-возмущенной системe без единственности 
решения задачи Коши.
Ключевые слова: импульсная многозначная динамическая система, глобальный аттрактор, импульсное 
возмущение, параболическая система.
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GLOBAL ATTRACTOR 
OF AN IMPULSIVE PARABOLIC SYSTEM
We study the existence of global attractors for impulsive multivalued dynamical systems, which have trajec-
tories with infinite number of impulsive perturbations. The results are applied to a weakly nonlinear parabolic 
impulsive system.
Keywords: impulsive multivalued dynamical system, global attractor, impulsive perturbation, parabolic system.
